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Diplomska naloga temelji na razumevanju fizikalnih osnov trka, uporabi različnih modelov 
za popis trka in primerjavi le-teh. Postopek za formacijo naloge je temeljila na pregledu 
člankov, knjižne literature in spletnih virov. Po zboru literature je sledilo vrednotenje in 
organizacija ključnih informacij. V nadaljevanju smo ključne informacije tudi poenotili za 
lažjo interpretacijo in zapis gibalnih enačb. S pomočjo programske opreme smo 
obravnavali gibalne enačbe različnih modelov in primerjali pridobljene rezultate. Za konec 
pa smo se lotili celostnega razumevanja ozadja dobljenih rezultatov in iskanja odgovorov. 
Interpretacija rezultatov nam je omogočila razumeti, da je linearen dušen model z ne 
konstantnim koeficientom vzmeti boljši približek realnosti, kot model s konstantnim 
koeficientom vzmeti. Linearni model z ne konstantnim koeficientom vzmeti ima v času 
največje deformacije silo v kontaktu enako nič. Čas trajanja trka pri linearen modelu z ne 
konstantnim koeficientom vzmeti in ne-linearnem modelu je odvisen od začetne hitrosti, 
medtem ko pri linearnem modelu s konstantnim koeficientom neodvisen od začetne 
hitrosti. Diplomska naloga odpira dobro teoretično podlago za izvedbo eksperimentalnih 
poskusov trka, ki bi omogočili boljše razumevanje tega kompleksnega fizikalnega procesa. 
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The presented diploma thesis presents the basic theory of collision between ball and rigid 
ground. First an extensive literature review was performed in order to identify developed 
modeling techniques for contact formulation. Selected contact algorithms were written in 
the form of mathematical models and the comparison of the results is performed. Based on 
the simulation results it was shown that  damped model with nonlinear spring coefficient 
presents better approximation of real impact than the linear contact model with constant 
spring coefficient. The model with non-linear spring coefficient has the contact force in the 
region of maximal deformation equal to zero. The duration of contact is influenced by the 
value of contact velocity which is not the case when using linear contact model with 
constant spring coefficient. The diploma thesis presents the good basis for further research 
in this field and for implementation of more advanced contact models.  
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1. Uvod 
1.1 Ozadje problema 
V tehnični praksi imamo ogromno primerov, kjer prihaja do dinamične interakcije dveh 
teles. Najbolj splošno znan je verjetno primer raznih oblik kotalnih ležajev. Za teoretično 
obravnavanje kontakta, je potrebno prirediti poenostavljen fizikalni model, ki je v tem 
primeru trk elastične kroglice s togo podlago. 
 
Diplomska naloga je temeljila na teoretični predstavitvi procesa trka. Pridobljeno 
teoretično znanje je postopoma predstavljeno, s podprtimi enačbami in grafičnimi 
pojasnitvami. Slednje nam pomaga pri razumevanju kompleksnosti pojava trka med 
sferičnim predmetom in togo podlago, ob spreminjanju višine, hitrosti in materiala. 
Teoretično znanje in primerjava različnih teorij, ki popisujejo proces, trka pa pripomore k 
kritičnem razmišljanju ob izbiri teoretičnih modelov in parametrov, prisotnih ob 
opazovanju trkov v realnem življenju. V nadaljevanju se namreč srečujemo z vprašanjem, 
kateri teoretičen model najbolje popiše proces trka. 
 
 
1.2 Cilji 
Cilj naloge je popis poteka trka krogle z idealno togo podlago. Prav tako pridobitev znanja 
o obstoječih modelih, ki popisujejo trk, slednje razumeti in primerjati med seboj. Ob 
primerjavi ugotoviti kateri model je najbolj primeren, oziroma najbolje opiše trk kroglice s 
podlago. 
 
Konstrukcijo diplomske naloge smo se lotili v večih korakih. V prvem koraku smo se lotili  
prebiranja in preučevanja obstoječih člankov na temo trka krogle s togo podlago.  
Najprej smo se ukvarjali s teorijo trka z impulznimi silami, pri čemer smo spoznali 
koeficient restitucije. 
V naslednjem koraku smo začeli z razumevanjem teorije mehanskega nihanja. Pri tem smo 
sprva obravnavali nedušeno, nato dušeno nihanje. 
Ker je pri linearnem modelu mehanskega dušenega nihanja prisotna tudi sila vzmeti, smo 
morali ugotoviti kako priti do koeficienta vzmeti. Znanje o koeficientu vzmeti smo si 
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razširili z dvema teorijama - koeficient vzmeti po Herzovi teoriji in koeficient vzmeti po F. 
P. Di Maio in A. Di Renzo. 
Slednji koeficient (po Di Maio in Di Renzo [1]) pojasnjuje razmerje med maksimalno silo 
in maksimalno deformacijo. Za razumevanje koeficienta vzmeti po Hertzu, pa smo se 
morali lotiti razumevanj kontaktne mehanike.  
Za izračun linearnih in nelinearnih modelov smo potrebovali še enačbe za računanje 
ekvivalentnih radijev, mas in modula elastičnosti. 
Ob pridobitvi vseh potrebnih teoretičnih podatkov za izračun modelov, smo se lotili 
primerjav rezultatov različnih primerov trka.  Pri obravnavi rezultatov smo bili kritični, saj 
je proces trka kompleksen fizikalen pojav in matematično zahteven. Interpretacija 
rezultatov primerov je predstavljala nekolikšno težavo, saj nismo izvedli eksperimentalnih 
poskusov. 
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2 Teoretične osnove in pregled literature 
2.1 Uvod 
Dinamični kontakt dveh teles je možno obravnavati na več načinov. Najbolj znana in 
najstarejša obravnava v literaturi, znana kot trk dveh teles, v resnici obravnava samo 
hitrostne razmere teles pred in po trku. Ne obravnava pa samega prehodnega pojava 
kontakta dveh teles. V primeru, da ni nobene disipacije energije, bo veljal zakon o 
ohranitvi kinetične energije. V primeru, ko se v procesu trka del energije disipira, bo 
kinetična energija po trku manjša kot tista pred trkom. To razliko lahko najenostavneje 
popišemo s koeficientom restitucije kot bo prikazano v poglavju trka. Ta pristop ne 
obravnava samega prehodnega pojava kontakta dveh teles, ki ga v najenostavnejšem 
primeru lahko predstavimo kot trk elastične kroglice s togo ravno podlago. Pri formiranju 
fizikalnega modela lahko maso in togost (elastičnosti) ločimo in na ta način dobimo 
mehanski sistem vzmet – masa, pri čemer ima slednja (masa) neko začetno hitrost, ki je 
enaka hitrosti krogle pred trkom. V nadaljevanju bomo zato ločeno obravnavali klasični 
problem elastičnega trka in problem prvega cikla lastnega nihanja eno masnega sistema. 
Zato bomo v nadaljevanju ločeno obravnavali trk in mehansko nihanje. 
 
Začeli bomo z teoretičnimi osnovami popisa trka z impulznimi silami, kjer bomo spoznali 
kakšen tip trka je trk krogle s tlemi, kako dobiti hitrost po trku in koeficient restitucije. 
Razumevanje koeficienta restitucije bo pomembna, ker se bo pojavljal tudi v poglavju 
mehanskega nihanja. Nato se bomo lotili razumevanja mehanskega nihanja. Spoznali bomo 
nedušeno in dušeno nihanje in povedali v kakšno vrsto nihanja spada trk krogle s podlago. 
V nadaljevanju bomo obravnavali že obstoječe modele za popis trka. Ti modeli za popis 
trka vsebujejo parametre lastnosti materialov in parametre, ki so odvisni od geometrije 
krogle in podlage, zato bomo obravnavali tudi kontaktno mehaniko. 
 
 
2.2 Trk 
V delu Janka Slaviča [2] je predstavljena teorija trka. Trk je hipni pojav med dvema ali več 
telesi, s kompleksnim teoretičnim ozadjem. 
Pojav lahko označimo za zelo zapletenega, saj sestoji iz velikih sprememb v hitrosti, 
elastičnih in plastičnih deformacijskih sprememb materiala ter trenja.  
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Sama oznaka ''trk'' sicer ne označuje velikost hitrosti in sil, ki delujejo med pojavom. 
Kljub svojemu kompleksnemu značaju, pa lahko pojav trka opazujemo v preprostih 
vsakodnevnih pojavih, kot so: 
 
 trk dveh biljardnih kroglic, 
 trk kroglice s tlemi, 
 udarec noge v žogo, 
 dotik visoke trave z dlanjo (Vsak kontakt, ki jo trava naredi z dlanjo predstavlja 
trk.). 
Za lažje razumevanje pojava, se bomo teoretičnega ozadja lotili postopoma. S prva bomo 
pojav poenostavili in se omejili zgolj na trdna telesa. Za izpeljavo enačb pa bomo morali 
upoštevati naslednje predpostavke: 
 trk je hipni pojav, 
 med trkom upoštevamo samo impulzne sile, 
 spreminjanje lege med trkom zanemarimo. 
 
V nadaljevanju bomo predstavili različne primere trkov, pri čemer bomo teorijo podprli 
tako z grafičnim prikazom pojava, kot tudi matematičnim popisom. 
  
Prvi primer (Slika 2.1), prikazuje dve telesi v trku. Za nas trk predstavlja trenutek, ko je 
relativna razdalja med telesoma enaka nič, relativna hitrost pa negativna, kar pomeni, da se 
telesi približujeta. V točki, kjer se telesi stikata, narišemo tangento na obe telesi. Tangenta 
je obema telesoma skupna. Pravokotno na tangento potuje premica, ki se imenuje smernica 
trka.  
 
Glede na razmerje med težiščem teles in smernico trka, lahko interpretiramo naslednje:  
 težišči teles ležita na smernici trka – centrični trk (Slika 2.1a), 
 težišči teles ne ležita na smernici trka – ekscentrični trk (Slika 2.1b). 
 
 
Slika 2.1: Primer trka; a) Centrični trk, b) Ekscentrični trk. 
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Ker se želimo osredotočiti na obravnavo trka kroglice s tlemi, se bomo omejili na centrični 
trk. Centrični trk v nadaljevanju delimo na premi centrični trk, kjer so hitrosti teles v smeri 
smernice trka (Slika 2.2a) in na poševni centrični trk, kjer hitrosti teles niso v smeri 
smernice trka (Slika 2.2b). 
 
 
 
Slika 2.2: Smeri hitrosti pri trku; a) Premi centrični trk, b) Poševni centrični trk. 
 
2.2.1 Premi centrični trk 
Slika 2.3 prikazuje dve telesi v treh različnih časovnih trenutkih. Prva pozicija označuje 
trenutek, ko telesi prideta v kontakt. Pri tem ima prvo telo maso m1 in hitrost v1 in drugo 
telo maso m2 in hitrost v2. Od prve situacije do druge, kjer se telesi gibljeta z isto hitrostjo, 
označimo z tK in ga imenujemo čas kompresije (stiskanje). Drugi del trka opazujemo, ko se 
telesi pričneta gibati s svojo hitrostjo. Slednjega označimo s tR – čas restitucije. 
 
 
Slika 2.3: Hitrostne razmere pri premem centričnem trku. 
 
Hitrosti pred trkom so nam poznane, zanimajo nas hitrosti po trku v1' in v2'. Gibalna 
količina teles se ohranja (enačba (2.1)), saj smo predpostavili, da bomo upoštevali samo 
impulzne sile: 
𝑝1 + 𝑝2 = 𝑝1
′ + 𝑝2
′  ,  
𝑚1𝑣1 + 𝑚2𝑣2 = 𝑚1𝑣1
′ + 𝑚2𝑣2
′  . (2.1) 
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Dobimo eno enačbo z dvema neznankama. Za rešitev slednje potrebujemo še eno enačbo, 
ki jo lahko izpeljemo s pomočjo koeficienta restitucije 𝜀 (Poissonov zakon trka) (enačba 
(2.2)).  
𝜀 =
𝐼𝑅′
𝐼𝐾
=
|
𝑣
→ ′|
|
𝑣
→|
= √
ℎ
𝐻
 . (2.2) 
Zgornji del ulomka predstavlja impulz po trku in spodnji del ulomka impulz pred trkom. 
Vrednost koeficienta 𝜀 se nahaja med 0 in 1. 
Ko je 𝜀 = 0, govorimo o popolnoma plastičnem trku in se telesi po trku gibljeta kot eno 
telo. V primeru 𝜀 = 1, je trk popolnoma elastičen, mehanska energija pa se med trkom 
ohranja. 
Impulz faze kompresije in faze restitucije zapišemo s spodnjima enačbama: 
𝐼𝐾 = ∫ 𝐹 𝑑𝑡
𝑡𝐾
0
 . (2.3) 
𝐼𝑅 = ∫ 𝐹 𝑑𝑡
𝑡𝑅
0
 . (2.4) 
Slika 2.4 prikazuje impulzno trčno silo F. Impulzna sila spremeni gibalno količino. Pri tem 
lahko zapišemo enačbo prvega telesa ob koncu faze kompresije in faze restitucije. 
Ker deluje trčna sila na prvo telo v negativni smeri, je pred impulzom sile IK negativni 
predznak. Medtem, ko deluje na drugo telo trčna sila v pozitivni smeri, je predznak 
pozitiven.  
 
 
Slika 2.4: Impulze sile pri trku. 
 
Matematičen popis: 
 
 faza kompresije: 
𝑚1𝑣 − 𝑚1𝑣1 = − ∫ 𝐹𝑘  𝑑𝑡
𝑡𝑘
0
= −𝐼𝐾 . (2.5) 
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𝑚2𝑣 − 𝑚2𝑣2 = ∫ 𝐹𝑘  𝑑𝑡
𝑡𝑘
0
= 𝐼𝐾 .  (2.6) 
 
 faza restitucije: 
𝑚1𝑣1
′ − 𝑚1𝑣 = − ∫ 𝐹𝑅 𝑑𝑡
𝑡𝑅
0
= −𝐼𝑅 . (2.7) 
𝑚2𝑣2
′ − 𝑚2𝑣 = ∫ 𝐹𝑅 𝑑𝑡
𝑡𝑅
0
= 𝐼𝑅 . (2.8) 
Za izračun gibalne količine sistema, združimo enačbi gibalne količine prvega in drugega 
telesa v fazi kompresije (enačba (2.5) in (2.6)): 
𝑚1𝑣1 + 𝑚2𝑣2 = 𝑚1𝑣 + 𝑚2𝑣 .  (2.9) 
Gibalno količino sistema po trku pa dobimo tako, da združimo enačbi gibalne količine 
prvega in drugega telesa v fazi restitucije (enačba (2.7) in (2.8)): 
𝑚1𝑣1
′ + 𝑚2𝑣2
′ = 𝑚1𝑣 + 𝑚2𝑣. (2.10) 
Enačbi za gibalno količino sistema pred in po trku (enačba (2.9) in (2.10)) lahko enačimo 
in dobimo gibalno količino sistema: 
𝑝𝑘1 + 𝑝𝑘2 = 𝑝𝑧1 + 𝑝𝑧2 ,  
𝑚1𝑣1
′ + 𝑚2𝑣2
′ = 𝑚1𝑣1 + 𝑚2𝑣2 . (2.11) 
Dokazali smo, da je gibalna količina sistema pred trkom in po trku enaka, kar pomeni, da 
se gibalna količina ohranja.  
Hitrost prvega telesa po trku je enaka: 
𝑣1
′ = 𝑣1 +
𝑚1
𝑚2
(𝑣2 − 𝑣2
′ ) . (2.12) 
Energija sistema se ne ohranja, razen v situaciji, ko je 𝜀 = 1. S pomočjo koeficienta 
restitucije (enačba (2.2)) zapišemo enačbo z hitrostmi za drugo telo: 
𝜀 =
𝑣2
′ − 𝑣
𝑣 − 𝑣2
 ,  
𝑣2
′ = 𝑣 + 𝜀(𝑣 − 𝑣2) = 𝑣(1 + 𝜀) − 𝜀𝑣2 . (2.13) 
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Z enačbo (2.13) nadomestimo v2' v enačbi (2.12) in dobimo: 
𝑣1
′ = 𝑣1 +
𝑚1
𝑚2
(𝑣2 − 𝑣(1 + 𝜀) + 𝜀𝑣2) ,   
 
𝑣1
′ = 𝑣1 +
𝑚1
𝑚2
((1 + 𝜀)(𝑣2 − 𝑣)) . (2.14) 
Iz enačbe (2.9) lahko izrazimo hitrost v in jo vstavimo v enačbo (2.14): 
𝑣1
′ = 𝑣1 +
𝑚1
𝑚2
((1 + 𝜀) (𝑣2 −
𝑚1𝑣1 + 𝑚2𝑣2
𝑚1 + 𝑚2
)) ,  
𝑣1
′ = 𝑣1 +
𝑚1
𝑚1 + 𝑚2
(1 + 𝜀)(𝑣2 − 𝑣1),  
𝑣1
′ = 𝑣1 − (1 + 𝜀)(𝑣1 − 𝑣2) 
𝑚2
𝑚1 + 𝑚2
 .  (2.15) 
Končno obliko predstavlja enačba (2.15), kjer imamo povezano končno hitrost po trku z 
hitrostjo pred trkom. Na podoben način pridemo do hitrosti po trku za drugo telo. Izhajamo 
iz enake enačbe gibalne količine sistema in dobimo: 
𝑣2
′ = 𝑣2 + (1 + 𝜀)(𝑣1 − 𝑣2)
𝑚1
𝑚1 + 𝑚2
 . (2.16) 
 
2.3 Mehansko nihanje 
Nihanje je periodično gibanje okoli ravnotežne lege, pri čemer lahko opazujemo amplitudo 
in frekvenco – nihajni čas. Mehansko nihanje lahko opredelimo kot periodično 
spreminjanje energije iz potencialne v kinetično in zopet nazaj v potencialno. 
Procese nihanja lahko opazujemo tako v tehnologiji kot v naravi. Nekaj zanimivih 
primerov iz narave so periodično gibanje planetov okoli sonca, s tem posledično tudi 
nihanje svetlosti, gibanje Lune okoli Zemlje in posledično nihanje višine morja, nihanje 
vzmeti v podvozju avtomobila, nihanje vzmeti v pralnem stroju. 
 
V nadaljevanju bomo obravnavali različne vrste mehanskega nihanja s katerimi bomo 
lahko oblikovali model, ki bo popisal trk krogle s podlago. Pomagali smo si z delom Mihe 
Boltežarja [3] in Janka Slaviča [2]. 
Trk krogle s podlago od trenutka kontakta do trenutka, ko se krogla odbije, predstavlja 
polovico enega nihaja lastnega nihanja eno masnega sistema. 
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2.3.1 Uvod 
Prostostne stopnje 
Osnovni dinamični model mehanskega nihanja za preučevanje, se opiše z modelom z eno 
prostostno stopnjo. V tem primeru je potrebno poznati stanje (lega in hitrost) samo enega 
dela modela. Modeli z eno prostostno stopnjo so enostavni in pomembni za razumevanje 
kompleksnejših modelov z večjim številom prostostnih stopenj. Mi se bomo ukvarjali 
samo z modelom ene prostostne stopnje. 
 
Lastna nihanja 
Sistemi, ki jih spravimo iz ravnovesne lege in opredelimo začetne pogoje ter pustimo da 
prosto zanihajo, imenujemo lastna nihanja. Začetni pogoji so lahko definirani z odmikom 
od ravnovesne lege in hitrostjo. Da dosežemo potrebne odmike in hitrosti, moramo v 
sistem dovesti energijo. Največkrat jo dovedemo z impulzno motnjo. V našem primeru 
udarec kroglice v tla. Matematični model sistema lastnega nihanja je opisan z homogeno 
diferencialno enačbo. 
 
Nedušena in dušena nihanja 
Pojave, ki jih preučujemo, so lahko nedušena nihanja ali dušena. Za nedušena označujemo 
tista, kjer se zanemari vse nekonservativne sile. S tem zanemarimo sile trenja, upora zraka 
… 
Nekonservativne sile zanemarimo takrat, ko so vplivi majhni ali pa želimo primer 
poenostaviti. Kljub temu pa se moramo zavedati, da so nekonservativne sile vedno 
prisotne. Ko jih upoštevamo, govorimo o dušenem nihanju, pri katerem se mehanska 
energija ne ohranja. 
Obravnavamo lahko tri modele dušenja: 
 viskozno ali tekočinsko dušenje 
 dušenje zaradi delovanja suhega drsnega trenja 
 notranje strukturno dušenje 
 
Linearna in nelinearna nihanja 
Pri linearnih nihanjih dinamiko opisujemo z linearnimi in parcialnimi diferencialnimi 
enačbami. Prednost linearnega obravnavanja je v uporabi superpozicije za določanje 
odzivov sistema. Celoten odziv se določi s seštevanjem delnih odzivov in delnih vzbujanj. 
V vsakodnevnem življenju smo po navadi deležni nelinearnih nihanj, ki pa so za 
matematičen popis in teoretično pojasnilo bolj kompleksna.  
 
2.3.2 Lastna nedušena nihanja 
Značilnost lastnih nedušenih nihanj je, da se njihovo gibanje ponavlja v neskončnost, saj 
nimamo prisotnih izgub energije. Nihanje je periodično gibanje, pri katerem se odmik od 
ravnovesne lege s časom spreminja sinusno. 
S pomočjo Newtonovega II. zakona lahko teoretično določimo gibalno enačbo sistema. 
Slednjega smo tudi prikazali na sliki 2.5. Sistem je sestavljen iz mase m, na katero je 
pritrjena vzmet. Vzmet je pritrjena na podlago, ki je nepomična. Sistem ima eno prostostno 
stopnjo, kar pomeni, da se lahko premika samo premočrtno. V poglavju linearni in 
nelinearni dušeni modeli in kontaktna teorija bomo opredelili, kaj predstavlja koeficient 
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vzmeti k in kako ga dobiti z materialnimi in geometrijski lastnostmi krogle in podlage ter 
kako določiti maso m.  
 
 
Slika 2.5: Fizikalni model nihala z vzmetjo. 
 
Ker obravnavamo sistem samo z eno prostostno stopnjo, izpeljemo le eno gibalno enačbo. 
Pri tem dobimo splošno enačbo sistema lastnega nedušenega nihanja: 
?̈? + 𝑤0
2𝑥 = 0 . (2.18) 
Pri čemer je w0 lastna krožna frekvenca sistema: 
𝑤0 = √
𝑘
𝑚
 . (2.19) 
 
2.3.3 Lastna dušena nihanja 
Po obravnavi lastnega nedušenega nihanja, slednje nadgradimo z dušenim nihanjem. Pri 
dušenem nihanju upoštevamo, da se mehanska energija sistema ne ohranja.  
Iz slike 2.6 lahko razberemo prikaz sistema z eno prostostno stopnjo. Slika 2.6 z razliko od 
slike 2.5 vsebuje še dušilko d. 
 
Slika 2.6: Fizikalni model nihala z vzmetjo in dušilko. 
Podobno kot pri nedušenem nihanju, si pri izpeljavi gibalne enačbe pomagamo z uporabo 
Newtonovega II. zakona. Splošna diferencialna enačba lastnega nedušenega gibanja: 
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?̈? +
𝑑
𝑚
?̇? +
𝑘
𝑚
𝑥 = 0 ,  
?̈? + 2𝛿𝑤0?̇? + 𝑤0
2𝑥 = 0 . (2.20) 
 
Kjer je: 
 d – faktor viskoznega dušenja, 
 δ – razmernik dušenja. 
Pri tem je razmernik dušenja ne-negativno število in se nahaja v območju 0 ≤δ<1. 
Ob obravnavi dušenega nihanja lahko interpretiramo tri različne sisteme: 
 podkritično dušen sistem in nihanje (δ < 1, d < dkr, k/m>(d/2m)2), 
 kritično dušen sistem (δ =1 oz. d = dkr, k/m=(d/2m)2), 
 nadkritično dušen sistem (δ > 1 oz. d > dkr, k/m<(d/2m)2). 
 
2.4 Kontaktna teorija 
2.4.1 Uvod 
Za določitev togosti moramo razumeti, da je odvisna od geometrije teles v kontaktu in 
materialnih lastnosti obeh teles. V našem primeru je ravna površina toga, kar pomeni, da je 
modul elastičnosti (E) neskončen. Materialne lastnosti sferičnega telesa so popisane z 
modulom elastičnosti. Ker je togost odvisna od materialnih lastnosti in geometrije, postane 
jasno, da bo togost odvisna od spreminjanja velikosti kontaktne površine v procesu 
kontakta. 
Obstoječi modeli (linearni model nihanja in nelinearni model nihanja) za popis trka 
potrebuje Hertzovo teorijo, ki omogoča določevanje koeficienta vzmeti. Za razumevanje si 
bomo pogledali to teorijo in kontaktno mehaniko, da bomo bolje razumeli končno obliko 
modela. Hertzovo teorijo in kontaktno mehaniko smo obravnavali s pomočjo dela Bharat 
Bhushan-a [4], K. L. Johnson-a [5], predavanj prof. Mitjana Kalina [6] in V.L. Popov-a 
[6]. 
V obravnavi dveh površin v kontaktu, lahko opazimo popačenja. Pri tem govorimo o 
deformacijah površine, ki so lahko samo elastična oz. kombinacija elastične in plastične. 
Na vsaki površini pa lahko opazujemo mikrogeometrijska in makrogeometrijska 
odstopanja, ki imajo pri kontaktih med predmeti velik vpliv. Mikrogeometrijska 
predstavljajo hrapavost površine, makrogeometrijska odstopanja pa valovitost površine. 
Klasična kontaktna mehanika predpostavlja, da so materiali izotropni in homogeni. Telesa, 
ki prihajajo med seboj v kontakt, pa so različnih oblik in velikosti, površine pa idealne. 
 
Ob obravnavi različnih kontaktov ločimo dve različni obliki:  
 točkovni dotik (Slika 2.7b), 
 linijski dotik (Slika 2.7a). 
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Slika 2.7: Tipi kontaktov; a) Linijski kontakt, b) Točkovni kontakt. 
 
Hertzova teorija bazira na naslednjih predpostavkah: 
 površine so neprekinjene, gladke in koeficient trenja je enak 0, 
 adhezijskih sil ni prisotnih, 
 majhne deformacije v kontaktu v primerjavi z radijem oz. velikostjo teles, 
 vsaka trdnina se deformira samo elastično. 
 
2.4.2 Elastični kontakt 
Pri trku prihaja do kontakta teles. Območje, kjer se telesi dotikata pride do deformacije. 
Elastični kontakt pomeni, da bodo deformacije samo elastične in telesa po trku ne bodo 
imela trajnih sprememb površine. Za določevanje profila Hertzovega tlaka in oblike 
deformacije, je potrebno obravnavati kontakt krogle s tlemi v neobremenjenem stanju. 
Na sliki 2.8 je prikazano neobremenjeno stanje cilindra v kontaktu z ploskvijo.  
 
 
 
Slika 2.8: Neobremenjeno stanje cilindra v kontaktu. 
 
Razdaljo z med ploščo in cilindrom lahko zapišemo: 
𝑧 = 𝑅 − √𝑅2 − 𝑥2 = 𝑅 − 𝑅√1 −
𝑥2
𝑅2
 . (2.21) 
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Kvadratni koren zamenjamo s potenčno vrsto: 
𝑧 = 𝑅 − 𝑅 {1 −
𝑥2
2𝑅2
+ ⋯ } . (2.22) 
Z upoštevanjem Hertzove predpostavke majhnih deformacij dobimo: 
𝑧 ≈
𝑥2
2𝑅
 . (2.23) 
Zgornja enačba nam pokaže, da bo profil kontaktne površine oblike kvadratne funkcije. 
 
2.4.3 Sferični kontakt 
Telesa, ki pridejo v kontakt, definirajo vrsto kontakta. Kontakt krogle z ravno podlago 
spada pod sferični kontakt, ker je ravna podlaga sfera z neskončno velikim radijem. 
Hertz je obravnaval kontakt različnih teles: sferičnih oblih, cilindričnih oblik, stožčastih 
oblik itd. V nadaljevanju bomo obravnavali kontakt sferičnih oblik. Telo sferične oblike z 
radijem R pride v kontakt s sfero neskončnega radija (Slika 2.9). 
 
Slika 2.9: Krogla v kontaktu. 
 
Rezultat tega je točkovni dotik z radijem a: 
𝑎 =  √𝑅2 − (𝑅 − ℎ)2 = √𝑅ℎ .    (2.24) 
Za izračun radija a v točkovnem dotiku lahko uporabimo tudi enačbo (2.25). Ta za izračun 
upošteva normalno silo, ki deluje v kontaktu in ekvivalenti radij ter modul elastičnosti. 
𝑎 = ( 
3𝐹𝑅∗
4𝐸∗
)
1
3
 (2.25) 
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Ekvivalenti modul elastičnosti: 
1
𝐸∗
=
1 − 𝜈1
2
𝐸1
+
1 − 𝜈2
2
𝐸2
 . (2.26) 
Kjer sta E1 in E2 modula elastičnosti ter ν1 in ν2 Poissonovo število za obe telesi. 
Obe telesi sta definirani z radijem, potem je enačba za ekvivalentni radij enaka: 
1
𝑅∗
=
1
𝑅1
+
1
𝑅2
 . (2.27) 
Če enačimo enačbi (2.24) in (2.25) lahko pridemo do velikosti normalne sila. V tem 
primeru lahko izračunamo, kakšna je normalna sila, če poznamo globino deformacije in 
ekvivalentni radij ter modul elastičnosti: 
(𝑅ℎ)
1
2 = ( 
3𝐹𝑅∗
4𝐸∗
)
1
3
 ,  
(ℎ3𝑅3)
1
6 = ( 
32𝐹2𝑅∗2
42𝐸∗2
)
1
6
 ,  
𝐹
1
3 = (
42
32
𝐸∗2𝑅∗ℎ3)
1
6
 ,  
𝐹 =
4
3
𝐸∗𝑅∗
1
2ℎ
3
2 , (2.28) 
𝐹 = 𝑘 𝑥. (2.29) 
Izpeljana enačba (2.28) je tudi enaka kot je prikazana v delu V.L. Popov-a [6]. Iz enačbe 
(2.28) lahko opazimo podobnost enačbi sile vzmeti (enačba (2.29)). Pomik x predstavlja h, 
ki je globina pomika sfere v tla (glej sliko 2.9). Koeficient k predstavlja lastnosti obeh 
teles, vsebuje ekvivalentni modul elastičnosti in ekvivalentni radij. 
 
2.5 Linearni in nelinearni dušeni model nihanja 
V literaturi (delo Guoming Hu in ostali [8] in D. Antypov in J.A. Elliot [9]) smo našli že 
obstoječe modele za popisovanje trka krogle z ravno podlago. Na voljo imamo linearni oz. 
nelinearni model nihanja. Pri linearnem imamo možnost uporabe dveh različnih 
koeficientov vzmeti. Koeficient vzmeti po Hertovi teoriji (obrazloženo v prejšnjem 
poglavju) ali po delu F.P. Di Maio-ja in Alberta Di Renzo-ja [1]. 
 
Linearni model 
Enačba za popis trka dveh teles m1 in m2 lahko zapišemo v obliki podobni enačbi (2.20): 
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𝑚∗?̈? + 𝐹𝑑𝑢š + 𝐹𝑣𝑧𝑚 = 0 . (2.30) 
Kjer je Fduš je celotna sila dušilke in Fvzm je celotna vzmeti. 
Masa m v tem primeru predstavlja vrednost, ki jo dobimo od obeh teles s spodnjo enačbo 
(2.31): 
1
𝑚∗
=
1
𝑚1
+
1
𝑚2
 . (2.31) 
Pri linearnemu modelu Fvzm imamo na izbiro dve enačbi. Eno enačbo smo obravnavali v 
poglavju kontaktne teorije pri sferičnem kontaktu in je koeficient vzmeti k enak: 
𝑘 =
4
3
𝐸∗𝑅∗
1
2 . (2.32) 
Druga enačba vsebuje drugačen koeficient vzmeti, ki sta ga definirala Di Maio in Di Renzo 
[9] je izpeljan iz razmerja med silo in pomikom in se ga zapiše kot: 
𝑘 = (
320
81
𝑚∗?̇?𝐸∗4𝑅∗2)
1/5
 . (2.33) 
Sile vzmeti dobimo tako, da koeficient k pomnožimo s pomikom x. Za reševanje 
diferencialne enačbe moramo poznati še silo dušilke Fduš: 
?̈? + 2𝛿𝑤0?̇? + 𝑤0
2𝑥 = 0 . (2.34) 
Kjer je lastna frekvenca enaka 𝑤0 = √𝑘/𝑚∗ kot pri nedušenem nihanju. Razmernik 
dušenja δ je odgovoren za disipacijo energije. V primeru kritičnega dušenja z začetnimi 
pogoji kjer je 𝑥(0) = 0 in ?̇?(0) = 𝑣1 je rešitev pomika navedena v delu D. Antypova [9] 
kot: 
𝑥(𝑡) =
𝑣1
𝑤𝑜𝑑
exp(−𝛿𝑤0) sin(𝑤𝑜𝑑𝑡) , (2.35) 
in hitrosti: 
?̇?(𝑡) =
𝑣1
𝑤𝑜𝑑
exp(−𝛿𝑤0) [𝑤𝑜𝑑 cos(𝑤𝑜𝑑𝑡) − 𝛿𝑤0 sin(𝑤𝑜𝑑𝑡)] . (2.36) 
Lastna frekvenca dušenega nihanja je enaka 𝑤𝑜𝑑 = 𝑤0√1 − 𝛿2. Če privzamemo, da trk 
traja pol periode enega nihanja, zapišemo da je pomik po času pol periode enak 𝑥(𝑡) = 0 
in trajanje trka enak 𝑡𝑡𝑟𝑘 = 𝜋/𝑤𝑜𝑑 . Če v zgornji enačbi čas zamenjamo za ttrk dobimo: 
𝜀 = exp (−
𝛿𝑤0𝜋
𝑤𝑜𝑑
) . (2.37) 
Enačbo preuredimo in dobimo izraz za razmernik dušenja: 
𝛿 = − ln 𝜀   
1
√ln2 𝜀 + 𝜋2
 . (2.38) 
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Končna oblika gibalne enačbe za linearni dušeni model s koeficientom vzmeti po Hertzu se 
zapiše: 
?̈? = 2 ln 𝜀   
1
√ln2 𝜀 + 𝜋2
√
4
3 𝐸
∗𝑅∗
1
2
𝑚∗
?̇? −
4
3 𝐸
∗𝑅∗
1
2
𝑚∗
𝑥 . 
(2.39) 
Končna oblika gibalne enačbe za linearni dušeni model s koeficientom vzmeti po Di Maio 
in Di Rezno: 
?̈? = 2 ln 𝜀   
1
√ln2 𝜀 + 𝜋2
√(
320
81 𝑚
∗𝑥 ̇ 𝐸∗4𝑅∗2)
1/5
𝑚∗
?̇? −
(
320
81 𝑚
∗?̇? 𝐸∗4𝑅∗2)
1
5
𝑚∗
𝑥 . 
(2.40) 
 
Nelinearni model 
Pri nelinearnem modelu je sila vzmeti enaka tisti iz Hertzove teorije (enačba (2.28)). Sila 
dušilke je funkcija pomika in hitrosti in jo zapišemo kot: 
𝐹𝑑𝑢š = −𝛿√𝑚∗𝑘𝑥
1
4 ?̇? . (2.41) 
Kjer je koeficient k enak enačbi (2.32). Razmernik dušenja je podoben razmerniku pri 
linearnem modelu: 
𝛿 = − ln 𝜀   
√5
√ln2 𝜀 + 𝜋2
 . (2.42) 
Končna oblika gibalne enačbe nelinearnega dušenega modela: 
?̈? = ln 𝜀   
√5
√ln2 𝜀 + 𝜋2
√𝑚∗
4
3
𝐸∗𝑅∗
1
2 𝑥
1
4 ?̇? −
4
3 𝐸
∗𝑅∗
1
2
𝑚∗
𝑥
3
2 . (2.42) 
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3 Metodologija raziskave 
Uporabili bomo trenutno znanje, ki je na razpolago za raziskovanje procesa trka. Trk lahko 
obravnavamo na različne načine. Pri obravnavi trka z impulznimi silami, nas zanima stanje 
krogle pred in po odboju, nič pa se ne ukvarja z vmesnim dogajanjem. Če nas zanima 
dogajanje trka v procesu deformiranja, se lotimo obravnavanja na drug način. Ko pa 
predpostavimo, da je ravna podlaga toga in krogla elastična in ločimo maso od togosti, 
potem lahko uporabimo znane enačbe mehanskega nihanja. Nato ugotovimo, da je 
deformiranje krogle v trku prva polovica enega lastnega nihanja. Za obravnavanje 
potrebujemo ugotoviti iz katerih parametrov krogle in podlage bo sestavljena vzmet ter iz 
katerih dušilka. Pri ne dušenem mehanskem nihanju potrebujemo vedeti parametre vzmeti, 
pri dušenem pa še parametre dušilke. Sila, s katero delujemo na kroglo, je odvisna od 
velikosti kontaktne površine, za kar potrebujemo razumevanje kontaktne mehanike in 
znanje Hertzovega tlaka. 
 
Dane probleme smo obravnavali s pomočjo programa Wolfram Mathematica. Pri 
obravnavi rezultatov smo se osredotočili na razumevanje in interpretacijo na podlagi 
teorije. Ključ raziskave nam je bilo primerjanje rezultatov glede na zasnovo različnih 
teoretičnih modelov, ki pojasnjujejo kompleksen pojav trka. 
 
 
3.1 Preračuni 
3.1.1 Trk 
Prvo bomo obravnavali najbolj preprost model trka, natančneje premi centrični trk. Za 
izpeljavo gibalne enačbe krogle si bomo pomagali z II. Newtonovim zakonom: 
∑ 𝐹 = 𝑚 𝑎 ,  
𝑚 ?̈?(𝑡) = −𝑚 𝑔 ,  
Metodologija raziskave 
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?̈?(𝑡) = −𝑔 . (3.1) 
Pri slednji enačbi je pospešek krogle enak negativnemu gravitacijskemu pospešku g, saj je 
vektor g usmerjen nasproti koordinatnemu sistemu (Slika 3.1). Za reševanje diferencialne 
enačbe 2. reda potrebujemo tudi začetne pogoje. Poznamo hitrost krogle in pozicijo krogle 
pri času 0 (začetna hitrost je enaka 0 m/s, kroglico pa spustimo višine h). Diferencialno 
enačbo bomo uporabili do trenutka, ko kroglica doseže kontakt s tlemi. 
 
 
Slika 3.1: Krogla v padanju. 
Ko bo krogla prišla v kontakt s tlemi, potrebujemo enačbo, ki nam bo podala novo hitrost 
krogle, ko se bo le-ta odbila od tal. Uporabimo enačbo (2.15). Pri tem je potrebno poznati 
hitrost krogle, s katero zadane ob tla v1. Ker poznamo višino, s katere spustimo kroglo, 
lahko izračunamo hitrost, ki je enaka 𝑣1 = √2 𝑔 ℎ. Hitrost tal v2 je enaka 0, kar pomeni, da 
se enačba poenostavi: 
𝑣1
′ = 𝑣1 − (1 + 𝜀)(𝑣1)
𝑚2
𝑚1 + 𝑚2
 . (3.2) 
Poznamo tudi maso kroglice in maso podlage. Za maso podlage vzamemo vrednost, ki 
limitira proti neskončnosti. Sedaj imamo hitrosti v1', ki predstavlja začetni pogoj hitrosti, ki 
jo potrebujemo za gibalno enačbo za gibanje krogle po trku. Postopek ponovimo kolikor 
želimo imeti trkov. 
 
 
3.1.2 Mehansko nihanje 
3.1.2.1 Lastno nedušeno nihanje 
Način poenostavitve modela, ko sta krogla in tla v kontaktu, lahko pojasnimo s prikazom 
slike 3.2. V nadaljevanju se bomo osredotočili na nihaje sistema kot je prikazano na sliki 
3.2. Zanima nas nihaj od ravnovesne lege - prvi kontakt krogle s tlemi (Slika 3.2a) do 
maksimalnega pomika - maksimalna deformacija krogle (Slika 3.2b) in nazaj do 
ravnovesne lege - trenutek preden se krogla odlepi od tal (Slika 3.2c). 
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Slika 3.2: Model mehanskega nihanja: a) Prvi kontakt krogle s tlemi, b) Maksimalna deformacija 
krogle, c) Konec kontakta krogle s tlemi. 
 
Masa m* na sliki predstavlja ekvivalentno maso krogle in tal, ki jo izračunamo z enačbo: 
1
𝑚∗
=
1
𝑚1
+
1
𝑚2
 . (3.3) 
Gibalna enačba za nihanje predstavlja enačba (2.18) in jo zapišemo kot: 
?̈?(𝑡) = −
𝑘
𝑚∗
𝑥(𝑡) . (3.4) 
Koeficient vzmeti k lahko dobimo na dva načina. Uporabimo ga iz izpeljave, ki smo jo 
opravili v poglavju Kontaktne teorije v podpoglavju sferičnega kontakta (enačba (2.32)) ali 
pa uporabimo koeficient k (enačba (2.33)). Potrebujemo še začetna pogoja, ki sta hitrost in 
Metodologija raziskave 
20 
pomik v trenutku, ko sta krogla in tla v kontaktu. V tem trenutku je čas enak 0 in hitrost je 
𝑣1 = √2 𝑔 ℎ. Pomik je ob tem času enak 0, saj predstavlja ravnovesno lego.  
 
3.1.2.2 Lastno dušeno nihanje 
V naslednjem koraku mehanskemu nihanju dodamo dušenje. Model je predstavljen s sliko 
3.2, pri čemer pa smo dodali  še dušilko. V teoretičnih osnovah poglavje Mehansko nihanje 
smo predstavili tri vrste dušenja. 
V nadaljevanju se bomo osredotočili z viskoznim dušenjem. 
 
Gibalna enačba (enačba ( 2.20)) sistema je: 
?̈? + 2𝛿𝑤0?̇? + 𝑤0
2𝑥 = 0 . (3.5) 
Linearni model 
Enačbo (3.5) preuredimo in jo zapišemo v slednji obliki: 
?̈?(𝑡) = −2𝛿𝑤0?̇?(𝑡) + 𝑤0
2𝑥(𝑡) ,  
?̈?(𝑡) = 2 ln 𝜀   
1
√ln2 𝜀 + 𝜋2
√
𝑘
𝑚∗
?̇?(𝑡) −
𝑘
𝑚∗
𝑥(𝑡) . (3.6) 
Enačba (3.6) predstavlja diferencialno enačbo drugega reda. Za koeficient vzmeti k v tem 
primeru vzamemo k iz teorije Hertza (enačba 2.32). Za reševanje diferencialne enačbe 
potrebujemo začetne pogoje, ki jih podamo enako kot v primeru nedušenega nihanja. V 
trenutku, ko je čas enak 0, je pomik enak 𝑥(𝑡) = 0 in hitrost enaka ?̇?(𝑡) = 𝑣1. Tako smo 
določili vse potrebno za reševanje enačbe. 
 
Uporabili bomo še koeficient, določenega po teoriji Di Maio in Di Renzo in zapisali 
diferencialno enačbo: 
?̈?(𝑡) = 2 ln 𝜀   
1
√ln2 𝜀 + 𝜋2
√
𝑘[𝑡]
𝑚∗
?̇?(𝑡) −
𝑘[𝑡]
𝑚∗
𝑥(𝑡) . (3.7) 
Nelinearni model 
Enačba nelinearnega modela nihanja se glasi: 
?̈?(𝑡) = ln 𝜀   
√5
√ln2 𝜀 + 𝜋2
√𝑚∗𝑘 𝑥(𝑡)
1
4 ?̇?(𝑡) −
𝑘
𝑚∗
𝑥(𝑡)
3
2 . (3.8) 
Koeficient k uporabljen v zgornji enačbi je enak kot v enačbi (2.32). 
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3.2 Izbira materiala 
Opravka imamo s trkom in mehanskim nihanjem. Pri mehanskem nihanju za obravnavanje 
problema potrebujemo podatke o geometriji (R1, R2), lastnostih materialov krogle in 
podlage (modul elastičnosti E1, E2) ter maso obeh (m1, m2). Trk za računanje potrebuje 
samo maso obeh teles in koeficient restitucije. Če želimo trk in mehansko nihanje med 
seboj primerjati, je potrebno pravilno določiti modul elastičnosti in koeficient restitucije. 
Koeficient restitucije dobimo eksperimentalno z izvajanjem trkov s parom enakih sfer, ki 
so sta sestavljena iz istega materiala. Ali pa z eno sfero in idealno ravno togo podlago z 
razlike višine 1 metra. Iz literature [10] smo si izbrali koeficient restitucije za elementarno 
kovino (titan). Ker je kovina čista, pomeni, da je manjša verjetnost o ne konstantnosti 
materiala, kot če bi izbrali zlitino. Izbrani kovini krogle potem lahko določimo modul 
elastičnosti. Podlago predpostavimo za idealno togo in ji določimo modul elastičnosti, ki je 
neskončen. 
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4 Rezultati in diskusija 
V metodologiji smo predstavili, kako smo se lotili problema reševanja trka in katere 
enačbe smo uporabili. Sedaj bomo pokazali dobljene rezultate, jih komentirali in primerjali 
med seboj. 
4.1 Trk 
Najprej potrebujemo določiti vrednosti parametrov, ki jih enačbe od nas zahtevajo (Tabela 
4.1): 
 
Tabela 4.1: Vrednosti vhodnih parametrov pri trku. 
Oznaka Vrednost Enota 
m1 5 kg 
m2 ∞ kg 
g 9,81 m s-2 
h 1 m 
𝜀 0,46 / 
 
 
Masa m1 predstavlja maso krogle, ki pada proti tlom, m2 predstavlja maso tal, g je 
gravitacijski pospešek, h je višina, s katere bomo spustili kroglo in 𝜀 koeficient restitucije. 
Slika 4.1a prikazuje časovni potek krogle, ki jo spustimo iz višine 1 metra. Os x predstavlja 
višino krogle, abscisna os pa časovno os. Slika 4.1b pa prikazuje časovni potek hitrosti 
krogle. 
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Slika 4.1: Trki krogle s tlemi; a) Višina krogle v odvisnosti od časa, b) Hitrost krogle v odvisnosti 
od časa. 
 
Ko je krogla tik pred tlemi, preden se prvič dotakne tal, ima hitrost v1 = 4,42945 m/s. Tik 
po kontaktu ima hitrost 2,03755 m/s in se odbije do višine 0,2116 m. 
 
Komentar: 
 
Rezultati podpoglavja o trku nam pove, s kakšno hitrostjo se kroglica po trčenju odlepi od 
tal in kako visoko se odbije. Zanemari pa informacije o dogajanju tekom samega trka. 
Slednje smo predstavili v podpoglavju o mehanskem nihanju. 
 
4.2 Mehansko nihanje 
Za mehansko nihanje potrebujemo določiti še naslednje parametre, ki jih prikazuje tabela 
4.2: 
 
Tabela 4.2: Vrednost dodatnih vhodnih parametrov pri trku.  
Oznaka Vrednost Enota 
E1 105∙109 N m-2 
E2 ∞ N m-2 
R1 0,05 m 
R2 ∞ m 
 
Tla so ravna in predstavljajo sfero z neskončno velikim radijem R2. Modul elastičnosti E2 
je neskončen, ker tla predstavljajo idealno togo površino. 
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4.2.1 Lastno nedušeno nihanje 
Konstantni koeficient vzmeti (Hertzova teorija)  
Slika 4.2. prikazuje pomik krogle v podlago v odvisnosti od časa. Sistem krogle in podlage 
je prikazan na sliki 3.2. Pomik za nas pomeni za koliko se je težišče krogle pomaknil proti 
tlom, ko stopi v kontakt z ravno idealno togo podlago. Čas opazovanja pomika je omejen 
na čas v katerem sta krogla in podlaga v kontaktu. Slika 4.3 prikazuje hitrost krogle in 
Slika 4.4 silo, ki se pojavi med kroglo in podlago v času kontakta. Za lastno nedušeno 
nihanje je koeficientom vzmeti, ki smo ga vzeli po enačbi (2.32). Vrednost koeficienta je 
enaka k = 3,4401∙1010 N/m.  
 
 
 
Slika 4.2: Lastno nedušeno nihanje (konst. k) – pomik. 
 
 
Slika 4.3: Lastno nedušeno nihanje (konst. k) – hitrost. 
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Slika 4.4: Lastno nedušeno nihanje (konst. k) – sile v kontaktu. 
Za vrednotenje in primerjavo rezultatov bomo potrebovali podatke: o času trajanja 
kontakta τ, maksimalni deformaciji krogle dmax in čas pri katerem je maksimalna 
deformacija tdmax, hitrosti krogle tik pred kontaktom v1, hitrosti krogle tik po kontaktu v1' in 
maksimalne sile v kontaktu Fmax. Rezultati so podani v tabeli 4.3. 
 
Tabela 4.3: Rezultati lastnega nedušenega nihanja s konstantnim koeficientom k. 
Oznaka Vrednost Enota 
τ 0,03787 ms 
dmax -0,05340 mm 
tdmax 0,01893 ms 
v1 -4,4294 m s
-1 
v1' 4,4294 m s
-1 
Fmax 1,83705∙106 N 
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Koeficient vzmeti odvisen od časa (Di Maio in Di Renzo) 
Pri mehanskem nedušenem nihanju uporabimo drug koeficient vzmeti, ki ga dobimo po 
enačbi (2.33). Spodaj so prikazani grafi pomika, hitrosti in sile: 
 
 
Slika 4.5: Lastno nedušeno nihanje (funk. k) – pomik. 
 
 
Slika 4.6: Lastno nedušeno nihanje (funk. k) – hitrost. 
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Slika 4.7: Lastno nedušeno nihanje (funk. k) – sila. 
 
Rezultati: 
 
Tabela 4.4: Rezultati lastnega nedušenega nihanja s funkcijo koeficienta k. 
Oznaka Vrednost Enota 
τ 0,36355 ms 
dmax -0,41764 mm 
tdmax 0,18178 ms 
v1 -4,4294 m s
-1 
v1' 4,4294 m s
-1 
Fmax 0,18193∙106 N 
 
 
Komentar: 
 
Začeli smo s preprostim nedušenim nihanjem, kjer smo lahko primerjali koeficienta vzmeti 
po teoriji Hertza in Di Maio ter Di Renzo. Opazimo razliko v času trajanja trka. Pri 
koeficientu, ki se spreminja s časom, traja čas trka za faktor 10 več, kot pri konstantnem k. 
Prav tako velja tudi za deformacijo krogle, ki je tudi večja za faktor 10. 
Hitrosti krogle je po trku pri obeh primerih enaka, kar je korektno glede na to, da govorimo 
o nedušenem nihanju. Potek same sile v kontaktu pa se razlikuje tako v velikosti kot v 
obliki. Pri konstantnem k ima graf sile obliko zvonca, pri k odvisnem od časa pa v obliki 
dveh zvoncev. Sledenj popis nastane, saj enačba za koeficient vzmeti vsebuje odvod 
pomika (hitrost).  
V trenutku polovice trajanja trka je sila enaka 0 (Slika 4.7). Če pogledamo enačbo (2.33) 
vidimo, da vključuje hitrost. V trenutku, ko se krogla najbolj deformira, je hitrost enaka 0 
m/s. Zato je v času največje deformacije sila v kontaktu med kroglo in tlemi enaka 0. 
Model, ki bi lahko popisal dogajanje pri koeficientu vzmeti odvisnem od časa, bi zgledal 
kot prikazuje Slika 4.8. Masa bi se ob trku pričela gibati navzdol. V trenutku, ko bi bila 
največja deformacija krogle, bi se masa nahajala v liniji med dvema vzmetema. Sedaj je 
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
t ms
50000
100000
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F N
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sila, ki deluje zaradi vzmeti na maso v smeri x enaka 0. Nato se masa prične vračati nazaj 
proti ravnovesni legi. 
 
 
Slika 4.8: Ideja modela sistema z koeficientom vzmeti odvisnega od časa. 
 
4.2.2 Lastno dušeno nihanje 
 
Konstantni koeficient vzmeti 
Za mehansko dušeno nihanje uporabimo iste vrednosti parametrov, kot smo jih uporabili 
pri lastnem nedušenem nihanju. Najprej bomo pogledali lastno dušeno nihanje s 
konstantnim koeficientom k. 
 
 
 
Slika 4.9: Lastno dušeno nihanje (konst. k) – pomik. 
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Slika 4.10: Lastno dušeno nihanje (konst. k) – hitrost. 
 
 
Slika 4.11: Lastno dušeno nihanje (konst. k) – sila. 
 
Rezultati: 
Tabela 4.5: Rezultati lastnega dušenega nihanja s konstantnim koeficientom k. 
Oznaka Vrednost Enota 
τ 0,03901 ms 
dmax -0,03845 mm 
tdmax 0,01649 ms 
v1 -4,4294 m s
-1 
v1' 2,0376 m s
-1 
Fmax 1,32285∙106 N 
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Koeficient vzmeti odvisen od časa 
Dušeno nihanje s koeficientom k odvisno od časa (enačba (2.33)): 
 
 
 
Slika 4.12: Lastno dušeno nihanje (funk. k) – pomik. 
 
 
Slika 4.13: Lastno dušeno nihanje (funk. k) – hitrost. 
 
 
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
t ms
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05
d mm
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
t ms
4
3
2
1
1
2
v m s
Rezultati in diskusija 
31 
 
Slika 4.14: Lastno dušeno nihanje (funk. k) – sile. 
 
Rezultati: 
 
Tabela 4.6: Rezultati lastnega dušenega nihanja s funkcijo koeficienta k. 
Oznaka Vrednost Enota 
τ 0,40294 ms 
dmax -0,31013 mm 
tdmax 0,17131 ms 
v1 -4,4294 m s
-1 
v1' 1,8689 m s
-1 
Fmax 0,18∙106 N 
 
 
Komentar: 
 
Pri linearnem modelu lastnega dušenega nihanja smo prav tako obravnavali oba 
koeficienta vzmeti. Najprej poglejmo primer konstantnega k. Čas trka je pri dušenem trku 
malenkost daljši kot pri nedušenem. Daljši je zaradi prisotnosti dušenja, ki otežuje gibanje. 
Prav tako je vpliv dušenja opaziti v deformaciji, hitrosti v1' in sili v kontaktu, ki je manjša. 
Hitrost krogle pri dušenem nihanju po odboju je enaka tistemu, ki smo jo dobili pri 
računanju trka. Če primerjamo oba linearna dušena modela sta podobna nedušenemu, 
vendar  z nekolikšnimi razlikami, zaradi vpliva dušenja. 
Ker imamo pri začetnih pogojih hitrost v trenutku 0 različno od 0, se sila pri obeh modelih 
začne in konča pri vrednostih različnih od 0, saj enačba za silo vsebuje poleg pomika v 
odvisnosti od časa tudi hitrost. Če bi se želeli tega odstopanja znebiti, bi morali spremeniti 
začetne pogoje.  
 
Model s konstantnim koeficientom k (dušeno in nedušeno nihanje), deluje tako, da je čas 
trajanja trka neodvisen od velikosti hitrosti trka. Čas trajanja trka je pri koeficientu 
odvisnem od časa, odvisen od velikosti hitrosti. Razlog za tem stoji, da je pri večjih 
hitrostih čas trajanja trka krajši in obratno. 
 
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
t ms
50000
50000
100000
150000
F N
Rezultati in diskusija 
32 
4.2.3 Nelinearno dušeno nihanje 
 
 
 
Slika 4.15: Nelinearno dušeno nihanje – pomik. 
 
 
 
Slika 4.16: Nelinearno dušeno nihanje – hitrost. 
 
 
Slika 4.17: Nelinearno dušeno nihanje – sile. 
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Rezultati: 
 
Tabela 4.7: Rezultati nelinearnega dušenega nihanja. 
Oznaka Vrednost Enota 
τ 0,03074 ms 
dmax -0,32116 mm 
tdmax 0,12705 ms 
v1 -4,4294 m s
-1 
v1' 2,0375 m s
-1 
Fmax 0,22∙106 N 
 
 
Komentar: 
 
Enako kot pri linearnem modelu s funkcijo koeficienta vzmeti, je čas trajanje trka odvisen 
od začetne hitrosti. Iz tega vidika lahko rečemo, da sta nelinearni model in dušeno nihanje 
s koeficientom odvisnega od časa, bližje realnemu modelu. Kar se tiče hitrosti, je 
nelinearni model boljši, ker ima hitrost po trku tako, kot bi jo dobili iz koeficienta 
restitucije, torej realnega poiskusa. 
Med drugim se potek sile v zgoraj omenjenih modelih razlikuje. Linearni model s 
koeficientom k po Di Renzo in Di Maio ima v točki največje deformacije velikost sile 
enako 0, kar je ravno obratno kot bi pričakovali. Ponovno bi lahko razlago iskali v 
grafičnem prikazu na sliki 4.8, le da bi pri tem namesto vzmeti dodali še dve dušilki. 
 
Če bi želeli doseči model, ki bi se bolje približal realnosti, bi morali konstruirati sistem z 
večjem številom prostostnih stopenj. Potencialen model na primer, je prikazan na sliki 
4.18. Telo sfere bi se razdelilo na več majhnih delcev, ki bi predstavljali masne delce 
krogle. S tem bi dobili sicer bolj natančne rešitve, vendar bi bil postopek računanja 
kompleksnejši. 
 
 
Slika 4.18: Model krogle z več prostostnimi stopnjami. 
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5 Zaključki 
Ob zaključku diplomske naloge, smo prišli do slednjih dognanj: 
1) Pregled obstoječih modelov, ki popisujejo trk; 
2) Razumevanje obstoječih modelov, ki popisujejo trk; 
3) Razumevanje trka z impulznimi silami, mehanskega nihanja (ne-dušeno, dušeno); 
4) Razumevanje kontaktne mehanike in Hertzove teorije; 
5) Vpliv koeficienta vzmeti pri linearnem modelu; 
6) Koeficient vzmeti po teoriji  Di Maio in Di Renzo bolje pojasni kompleksnost krogle; 
7) Pri računanju ne-linearnega modela je bila potrebna eksplicitna Runge Kuta metoda in 
pravilna izbira začetnih pogojev; 
8) Da je pri linearnem modelu z nekonstantnim koeficientom vzmeti in nelinearnem 
modelom čas trajanja trka odvisen od začetne hitrosti; 
9) Da je model, kjer je čas trajanja trka odvisen od začetne hitrosti krogle boljši približek 
realnosti; 
10) Da je pri modelu z nekonstantnim koeficientom vzmeti sila v kontaktu pri največji 
deformaciji enaka nič in da je z obstoječim modelom dana situacija nerealna, zato smo 
pristopili z rešitvijo v slikovnem modelu, ki prikaže možnost prikaza časovnega 
poteka sile v kontaktu; 
11) Možnost boljšega približka popisa trka stoji tudi v prikazu modela z večjimi številom 
prostostnih stopenj; 
12) Prišli smo tudi do ugotovitve, da je pomembna korelacija med koeficientom restitucije 
in modulom elastičnosti. Pravilna izbira le-teh omogoča primerjavo eksperimentalnih 
rezultatov z izračunanimi rezultati. 
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Celovit doprinos diplomske naloge:  
 
Naloga je temeljila na pojasnitvi in strnjenju znanja o trku. S primerjavo različnih 
teoretičnih modelov smo utemeljili razlike, prednosti in slabosti le-teh. 
Čas in trud, ki smo ga vložili v izdelavo diplomske naloge, je temeljil na želji tako 
poenostavitve, razumevanje prikaza, kot tudi odpiranju novih vprašanj v zvezi s 
kompleksnostjo pojave trka. 
 
 
Predlogi za nadaljnjo delo: 
 
Diplomska naloga je primerna teoretična baza za nadaljnja eksperimentalna dela, ki bi 
omogočila primerjavo teoretičnih modelov trka z realnimi rezultati. Pri eksperimentalnem 
delu bi se osredotočili na meritve trajanja trka pri različnih hitrostih in vplivih različnih 
materialov. 
V nadaljevanju bi prav tako opazovali potek kontaktnih sil, velikost površine krogle ob 
kontaktu, potek deformacije tekom trka in razpon hitrosti v katerem koeficient restitucije 
velja. Med drugim, diplomska naloga omogoča tudi nadaljnjo primerjavo poteka trka z 
metodo končnih elementov. 
 
 
 
 
 
 
 36 
6 Literatura 
[1] Francesco Di Maio, Alberto Di Renzo: Analytical solution for the problem of 
frictional-elastic collisions of spherical particles using the linear model, Chemical 
Engineering Science, 2004, 59.16: 3461-3475. 
[2] Janko Slavič: Dinamika, mehanska nihanja in mehanika tekočin. Fakulteta za 
strojništvo, Ljubljana, 2014. 
[3] Miha Boltežar: Mehanska nihanja 1. del. Fakulteta za strojništvo, Ljubljana, 2010. 
[4] Bharat Bhushan: Introduction to tribology. John A. Williams, Rob S. Dwyer – Joyce 
(ur): Contact Between Solid Surfaces. John Wiley & Sons, New Jersey, 2013. 
[5]  Johnson Kenneth Langstreth: Contanct mechanics. Cambridge university press, 
Cambridge, 1987. 
[6] Mitjan Kalin: predavanje: Tribološke površine. Pridobljeno s 
https://www.tint.fs.uni-
lj.si/studijska_dejavnost/2015030414184305/Tribologija%20(RRP)/ 
[7] V.L. Popov: Contact mehanics and friction. Springer Berlin Heidelberg, Berlin, 
2010. 
[8] Hu Guoming et al.:On the determination of the damping coefficient of non-linear 
spring-dashpot system to model Hertz contact for simulation by discrete element 
method. Information Engineering (ICIE), 2010 WASE International Conference on. 
IEEE, 2010, stran 295-298. 
[9] Antypov D. in J. A. Elliott:. On an analytical solution for the damped Hertzian 
spring. EPL (Europysics Letters), 2011, 94.5: 50004. 
[10] Coefficient of restitution, Dostopno na: 
https://en.wikipedia.org/wiki/Coefficient_of_restitution, ogled: 30. 7. 2017 
 
  
 
